
Figure 2.1. 石墨烯纳米带分类 （a）椅型边纳米带，（b）锯齿边纳米带，（c）螺旋边纳米带

Figure 2.2. 石墨烯晶胞

固体物理小论文——石墨烯调研  
1. 简介  
石墨烯是由碳原子构成的一种二维材料，具有许多独特的性质，包括出色的热学性质和电子性质。石墨烯的发

现引起了全球科学界的高度关注，并且已经在许多领域中得到了广泛应用，例如电子元件、传感器、能源存储

和转换等

作为碳的单原子平面，石墨烯可以包裹成其他石墨材料，如富勒烯、碳纳米管和石墨烯薄膜。由于内部具有极

高的晶体质量和无质量狄拉克费米子，单层石墨烯表现出异常的半整数量子霍尔效应、卓越的光学性能、超高
的本征强度、优良的导热性和极高的载流子迁移率。它被称为零间隙半导体，由于费米能级附近独特的狄拉克

锥带结构，显示出异常高的电荷载流子浓度和弹道传输。此外，无质量电子在亚微米距离内无散射地通过蜂窝

晶格的传播使得即使在室温下也可以研究石墨烯中的量子效应 

2. 石墨烯结构  

 

 

理想的石墨烯是具有正六方晶格结构的单层二维原子晶体。 C-C键的长度约为0.142 nm，层厚为0.35 nm。在
每个状态下，单个碳原子通过  轨道杂化分别与其三个最近的邻居形成强 σ 键，导致占据和未占据状态相互
远离。石墨烯的每个晶胞都有A型和B型两种亚晶格

 

 

设 ,晶格常数为 ,那么石墨烯的晶胞基矢可以写为

那么晶格的倒格矢定义为
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倒格子空间中，格点之间的最小间距是： 

2.1 最近邻矢量  

2.2 化学键  

碳是元素周期表中的第六元素，基态电子排布为 ,当碳原子与其相邻的三个碳原子共享  
电子时，它们形成一层平面结构的蜂窝网络，也称为单层石墨烯。

在石墨烯层上两个相邻碳原子的典型  杂化中，面外  键由垂直于平面结构的  轨道组成，而面内σ键由
 （ ，   和  ）杂化轨道形成。

产生的共价  键具有约  的短原子间长度，使其甚至比金刚石中的  杂化碳-碳键更强，从而赋予单层
石墨烯显着的机械性能（例如  的杨氏模量和固有抗拉强度为 )。

在单层石墨烯中，π 键杂化在一起形成 π 带和 π * 带。这些带通过允许自由移动电子的半填充带负责石墨烯的
大部分显着电子特性。由于允许电子自由移动的半满π带，形成了零带隙的导带和价带。此外，  键在双层和多
层石墨烯中的相邻石墨烯层之间提供了弱的范德华相互作用。

2.3 结合能  

在一定力程范围内，考虑到原子间短程相互作用，石墨烯的平均相互作用能为：

式中  为两原子的  轨道  键的共价能, 它与原子间距离 的平方成反比:

af://n16
af://n18
af://n24


Figure 3.1. 结合能

其中  为电子质量。而  为金属化能, ,  和  分别是  和  态电子的能
量； ，  是与维数有关的参量, 对石墨烯 

 

 

求导可以得到稳定平衡点

和实验值  相比，比较接近

3. 晶格振动  

3.1 晶格动力学  

动力学矩阵  

根据晶格动力学，对于任意处于  坐标处 ,其对于含有N个原子的晶胞，受到的作用力可以写
作

其中  代表了  和  之间的   的弹性张量矩阵。

对于上述微分方程，由于一个原胞中含有两个独立的格点 ，所以设试探解为

代入(4.5) ，如果假设  是  原子，且由于所有原子质量  都一样，得到

其中  分别代表了  受到的作用力来自 A类原子和B类原子，继续代入，消去 ，

其中  是两个原子的相对距离，整理一下得到，

同理  原子应该在方程形式上和  原子等价，得到
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Figure 4.1. 近邻原子

Figure 4.2. 作用力

注意  是一个  的向量，得到一下特征方程

可以将上面的  动力学矩阵分块

近邻原子  

同时为了简化问题，只考虑到第4近邻的原子作用 [6]

 

弹性张量  

A原子最邻近的原子有  [6]

 

 

对于最邻近的原子  之间的张量矩阵在特征空间下，可以写作
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Figure 4.3. 弹性系数，其中的单位是10N/m

Figure 4.4. 色散关系3D

而其他的原子的张量矩阵可以通过旋转变换矩阵来实现

其中旋转矩阵  为

对于考虑到第4临界的弹性张量矩阵，在特征空间下矩阵的值为 6

 

3.2 色散关系  

根据 dispersion_3D.m  dispersion_2D.m  可以得到一下色散关系图

三维  

 

二维  

当沿着  方向画出平面色散关系
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Figure 4.5. 色散关系

Figure 4.6. X-W色散关系

 

 

X-W投影平面  

 

 

从图像中可以看到一下一些结论

1. 对于原胞中有2个原子的石墨烯材料，共有 支色散波段。其中3只为声学支，为 ZA,TA,LA；3只为光
学波段，为ZO,LO,TO

2. 纵向 (L) 模式对应于沿波传播方向（压缩波）的原子位移，而横向 (T) 模式对应于垂直于传播方向（剪切
波）的面内位移。在典型的三维 (3D) 固体中，横向模式可以具有两个等效极化，但石墨烯独特的二维性质
允许面外原子位移，也称为弯曲 (Z) 声子。

3. 在低频区间，声学支占主导，且曲线变化比较陡峭，占据了大多数频率区间；而光学支只在高频处占主
导，且占据范围较小

4. 在布里渊区中心附近的低 k 处，横向声学支 (TA) 和纵向声学支 (LA) 模式的频率具有线性色散,即 
 ，  ，由于石墨烯的在面内  键和小质量特性，其具有较大的群速度 

 ，  (模拟拟合曲线)

5. 在布里渊区中心附近的低 k 处，弯曲 ZA 模式具有近似二次色散，  , 其中 
(模拟曲线拟合) ，正是 ZA 模式的存在和修改是造成石墨烯许多不寻常的热特性的

原因。比如高热导率：

3.3 杨氏模量  

可以用经验公式导出杨氏模量

其中  为石墨烯密度；  为石墨烯声速。

如果把上面声学支的色散关系都认为是线性的，那么在这种程度近似下，声速是
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Figure 4.7. 态密度分布

Figure 4.8. 实际态密度

于是可以得到石墨烯的杨氏模量

于实验值 [8] 相比  已经非常接近了

3.4 态密度  

利用提供的代码 DOS_frequency.m， 对第一布里渊区内进行统计，可以得到如下频率态密度分布

 

在频率较低处是声学支占主导，态密度近似为单调的线性函数形式，但是在 以及在大于  

处光学支发挥作用，态密度激增。(文献中给出的态密度如下) [7]

 

 

4. 热容  

4.1 Dulong-Petit 定律  

考虑经典能均分定理，得到其摩尔热容为
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4.2  Einstein Model  

在与环境温度处于热平衡状态时谐振子按时间的平均能量为:

Einstein Model 认为所有原子处于相同的频率，对于石墨烯中近似认为 ，进而得到 
 温度 

对于N个原胞的石墨烯系统，每个原胞中含有两个原子 ,得到热容为

在高温下： 

在低温时：

4.3 Debye Model  

Debye（1912）修正了原子是独立谐振子的概念，而考虑晶格的集体振动模式，他假设晶体是连续弹性介质，
原子的热运动以弹性波的形式发生。弹性波频率上限 ，称之为德拜频率

对于弹性波，二维平面中色散关系是

其中  是平面总面积，为 。

由于有N个原胞，每个原胞有2个原子，自由度为6，所以总振动模式有 个，所以有：

有此得到  温度 
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结合统计力学，Bose-Einstein分布和Debye近似的态密度分布，可以得到Debye热容为

以上得到在低温时，  热容正比于 

4.3 Debye Model 修正  

从下图可以看到，对于 ZA 模，色散关系更加接近二次关系

而且实际的Debye温度 ,与 4.4.2中求出  相比，差距比较大，

所以对态密度矩阵进行修正，考虑二次色散关系

那么此时总态密度函数可以写作

同理，由于总态数目的限制，得到Debye频率：

有此得到修正的  温度 ，比较接近实验值 

此时可以得到热容的表达式
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Figure 4.8. 热容随温度变化

可以看到在极低温处，热容应当是与温度呈线性，其中 ,修正后图像如
下，在  范围内保持了良好的线性

4.4 实际热容  

根据晶格动力学求解出的态密度分布：

结合统计力学和Bose-Einstein分布：

 

可以看到在低温处，比热容确实保持了线性，这正是  模式下色散关系在呈现二次关系导致的

文献中给出的热容如下：  [4]
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5. 电子特性  

5.1 Sommerfeld 自由电子论  

如果按照Sommerfeld的自由电子气理论，可以计算二维石墨烯结构在T= 0K 处的费米能、费米半径、费米速
度：

不过石墨烯并不是经典意义上的金属，其费米半径是大于第一布里渊区心到边界的距离 

5.2 紧束缚近似  

按照紧束缚近似，认为电子主要在原子附近，下面考虑  电子的能带, 设总本征态为 

由Schrödinger方程

其中  是考虑所有晶格原子势场的结果；  是一个中心碳原子的势场

按照紧束缚近似理论，考虑总本征态  是A原子和B原子本征态  的叠加：

其中  是一个孤立电子和原子核之间的 轨道的本征态

对 （5.1）的公式分别左乘 ，得到如下形式的方程组

如果写成矩阵的形式：

下面分别来看  的表达式: ( )

对于 ，有如下表达
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只考虑自身相互作用

同理 

对于 ，有如下表达

对于此表达式，只考虑最邻近原子相互作用，如下:

所以(5.6)可以得到：

其中:

对称性 与 方向无关

由厄米性：

同样得道理可以得到：

结合（5.4）式有解条件以及（5.5）（5.7）（5.8），有



Figure 5.1. 能带结构

Figure 5.2. 能态密度

得到方程的解为

其中  ；查阅文献[9] 可得 

，并取 

根据(5.9)可以画出  轨道的能带结构（ energy_band.m）

 

有时会近似忽略 ,即令 ,此时可以将能带结构简化为：

5.3 能态密度  

由于已经求出了能带结构，很自然的可以画出能态密度（ DOS_energy.m）

 

从文献中可以给出石墨烯能态密度的表达式  [10]
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其中  ，得到下图

还有一种表示形式是： [2]

其中  是第一类椭圆积分，图像如下



Figure 5.3. Γ-M-Γ 二维能带结构

Figure 5.4. K-Γ-K 二维能带结构

5.4 Van Hove 奇点  

对于  处的电子态密度具有 Van Hove 奇点

 

 

5.5 Dirac点  

如果只考虑到  轨道的两个电子，从紧束缚近似模型中可以看到，两个电子自旋上下填满了的能量较低的能
带；然而从图像中可以看到上下的价带和导带在  点处接触，能隙为0，正是在此处，石墨烯具有了独特的半
金属性。观察其二维平面能带：

 

结合三维视图，可以看到在布里渊区边界处（K和K'点）有六个锥，这六个锥便是狄拉克锥（Dirac cone）。在
每个锥上，上下能带简并在一个点，该点便称为狄拉克点（Dirac point),这些点分别是 

在  点附近对(5.10)进行  展开，忽略高阶小量，能够得到如能量与动量线性关系：

其中 ，接近光速 

在描述电子运动时，我们可以把一个在晶格内运动的电子等效为一个在自由空间中运动的电子。类似地引入有

效质量的概念，将晶体中的场对于电子的影响等效于自由空间运动的电子的质量  ，由于色散关系为
线性，且在能量为零的点对称，导致 E(k) 在 K 点不连续，导致二阶导数无穷大，电子的有效质量为零。所以此
时用薛定谔方程来描述粒子的运动已无效，应该运用引入了相对论效应的狄拉克方程来描述。

在  处的波函数为
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Figure 5.5. 隧穿效应

这样的狄拉克费米子波函数有着很显著的隧穿效应  [2] ，如下图所示，假设入射的波函数为 

 

透过率的表达式为

其中 , , 

即使在 时， 由边界条件得到穿透率为

当  趋近于0时，透过率仍然接近1，这意味着石墨烯中的电子和空穴具有很长的自由程，电子受到温度的影响
比较小，石墨烯具有很高的电子迁移率，因而石墨烯有良好的导电性。

6. Summary  
本次关于石墨烯的调研从石墨烯特殊的晶格结构出发，讨论晶体中常见的性质和参数：倒格矢，化学键和结合

能等。利用晶格动力学求解了石墨烯色散关系，并利用色散关系讨论了石墨烯的杨氏模量、热容、态密度等性

质，并发现石墨烯在低温下具有二次的色散关系，使得石墨烯具有良好的导热能量以及低温热容与温度成正比

的关系。最后研究了石墨烯的电子特性，从索末菲的自由电子论出发，再到紧束缚近似求出石墨烯的能带结
构，能态密度；并着重讨论石墨烯在倒易空间中的  点处具有特别的性质，使得石墨烯呈现出半金属性和优良
的导电能力。 
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